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Grundlagen

linear in dB
Vlin VdB = 20log10Vlin

Vlin = 10VdB/20dB VdB

Einschlei�ger Regelkreis

Übertragunsfunktion allgemein: Produkt der V orwärtsglieder
1±Produkt der Schleifenglieder + bei Ge-

genkopplung (Minus in Schleife) - bei Mitkopplung

Zustandsregelung

Zustandsgleichung ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)


︸ ︷︷ ︸

ẋ(t)

=

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


︸ ︷︷ ︸

A

·

 x1(t)
x2(t)
x3(t)


︸ ︷︷ ︸

x(t)

+

 b1
b2
b3


︸ ︷︷ ︸

B

·y(t)

Ausgangsgleichung
v(t) = [c1 c2 c3]︸ ︷︷ ︸

C

·x(t) +D0 · y(t)

Bestimmung der Übertragunsfunktion
Zeitkontinuierlich
G(s) =

Ausgang(s)
Eingang(s)

=
V (s)
Y (s)

= C(s · I− A)−1B +D =
C·adj(s·I−A)·B

det(s·I−A)
+ d

Zeitdiskret
G(z) =

C·adj(z·I−A)·B
det(z·I−A)

+D

A = Wirkung der Zustände aufeinander, B = Wirkung des Eingangssignals
auf die Zustände, C = Wirkung der Zustände auf den Ausgang, D Wirkung
des Eingangs auf den Ausgang (meist 0), ẋ = Änderung eines Zustands, x
= Zustände, y = Stellsignals, v = Ausgang, w = Eingangssignal
Rechenregeln

M−1 =
adj(M)
det(M)

; det =

(
a b
c d

)
= ad− cb

adj

(
a b
c d

)
=

(
d −b
−c a

)
(a b) ·

(
c d
e f

)
= (ac+ be ad+ bf)(

c d
e f

)
·
(

a
b

)
=

(
ca+ db
ae+ bf

)
(

a b
c d

)
·
(

e f
g h

)
=

(
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

)
MT ist die transponierte Matrix, hier wird die Matrix an der Hauptdia-

gonalen gespiegelt.

det


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

Linearisieren
Betriebspunkt (BP) Linearisierung:
De�nition Kleinsignal: ∆y(t)︸ ︷︷ ︸

Kleinsignal

= y(t)︸︷︷︸
Grosignal

− yBP︸︷︷︸
BP

≡ Abweichung vom

Betriebspunkt

Beispiel DGLs:

v̇(t) = −αZ(t)a︸ ︷︷ ︸
linear

+M(t)b︸ ︷︷ ︸
linear

−c︸︷︷︸
nicht linear

− d · v2(t)︸ ︷︷ ︸
nicht linear

= f1 (1)

Ṁ(t) = −
1

T
M(t) +

Mmax

T
y(t)︸ ︷︷ ︸

linear

= f2 (2)

Betriebspunkt �nden:
Eingangsgröÿen müssen gegeben sein, dann die zeitlichen Ableitungen der
DGL gleich Null gesetzt, da im Betriebspunkt keine Änderung statt�ndet
und die BPs der Eingangsgröÿen einsetzen. Also im Beispiel v̇(BP ) = 0 und
Ṁ(BP ) = 0. Mit z(t) = 0. Natürlich vor der eigentlichen Linearisierung.

Linearisierung:
aus (??):

∆v̇(t) =
∂f1

∂αZ

∣∣∣∣
BP

∆αZ(t) +
∂f1

∂M

∣∣∣∣
BP

∆M(t) +
∂f1

∂v

∣∣∣∣
BP

∆v(t)

= −a∆αZ(t) + b∆M(t)− 2dvBP∆v(t)

aus (??):

∆Ṁ(t) =
∂f2

∂M

∣∣∣∣
BP

∆M(t) +
∂f2

∂y

∣∣∣∣
BP

∆y(t)

= −
1

T
∆M(t) +

Mmax

T
∆y(t)

Ableitungsregeln: Siehe Seite 9

Laplace Transformation

LaplaceTrafo2.png

LaplaceTrafo.png

a · t b r a
s2

Bleibende Regelabweichung /Schleppfehler

Führungsverhalten: Sollwert = 1, Störwert = 0
Bei Eingangssprung: w(t) = σ(t) also W (s) = 1

s

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

(w(t)− v(t))

= lim
s→0

s(W (s)− V (s)) = lim
s→0

s(W (s)−GW (s)W (s))

Störverhalten: Sollwert = 0, Störwert = 1
Sollwert = w(t) = 0, V (s) = 1

s
Gz(s)

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

(w(t)− v(t)) = lim
t→∞

(−v(t))

= −lim
s→0

sV (s) = −lim
s→0

s
1

s
Gz(s) = −Gz(0)

Achtung! Immer alles ausmultiplizieren!
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Zustandsregler

Grundgleichungen

1. Schritt: Zustandsdarstellung eines Systems

Übertragungsfunktion, Eigenwerte
Zustandsdi�erentialgleichung

ẋ(t) = Ax(t) + By(t) (linear und zeitinvariant)

Ausgansgleichung
v(t) = Cx(t) + Dy(t)
Mit Systemmatrix A, Eingangsvektor B, Ausgansmatrix C, Durchgri�
D wobei meistens D = 0.
Durch Laplace-Trafo:

sX(s) = AX(s) + BY (s)

sX(s)− AX(s) = +BY (s) | · I
sI · X(s)− AX(s) = +BY (s)

s(I− A)−1X(s) = BY (s)

→ X(s) = (sI− A)−1BY (s)

Mit der Ausgansgleichung erhält man die Übertragungsfunktion von Y (s)
nach V (s):

V (s) = CX(s) + DY (s) = (C(sI− A)−1B + D︸ ︷︷ ︸
Gs(s)

)Y (s)

= Gs(s)Y (s)

Bei Inversion (M−1) wird durch die Determinante der Matrix dividiert. Des-
wegen können die Pole der Übertragungsfunktion nur bei den Eigenwerten
der Systemmatrix A liegen: det(sI− A) = 0

2. Schritt: Zustandsdarstellung eines P-geregelten Systems

Eigenwerte
Stellsignal eines mit P-Regler geregelten Systems:
y(t) = KP (w(t) − v(t)) b r Y (s) = KP (W (s) − V (s)) = KP (W (s) −
CX(s))
in der Zustandsgleichung resultiert:

sX(s) = AX(s) + BY (s)

= (A− BKPC)︸ ︷︷ ︸
ARK

X(s) + (BKP )︸ ︷︷ ︸
BRK

W (s)

mit Systemmatrix ARK und Eingangsvektor BRK des Regelkreises. Mit
Ausgangsgleichung der Regelstrecke V (s) = CX(s) (bei D = 0) erhält man
die Führungsübertragungsfunktion des Regelkreises:

V (s) = (C(sI− A + BKPC)−1BKP )︸ ︷︷ ︸
GW (s)

Y (s)

= GW (s)Y (s)

Jetzt sind die Eigenwerte des Regelkreises (und damit die Pole von GW (s))
gleich:
det(sI− A + BKPC) = det(sI− ARK) = 0
Dies ist die charakteristische Gleichung des Regelkreises mit P-Regler. Be-
schreibt man die Strecke und den Regler mit Übertragungsfunktionen, so
ist die charakteristische Gleichung 1 + GR(s)GS(s) = 0 äquivalten zur
vorherigen.

3. Schritt: Vollständige Zustandsrückführung

für Regelstrecke in der 2. kanonischen Form = Regelungsnormalform der
Regelstrecke

Strecke ohne Regler: G(s) =
L{v(t)}
L{y(t)} =

V (s)
Y (s)

= b2s
2+b1s+b0

sn+a2s2+a1s+a0
mit n = 3 weil 3. Ordnung.
Zustandsgleichung:

ẋ(t) =

 0 1 0
0 0 1
−a0 −a1 −a2


︸ ︷︷ ︸

ARNF

·x(t) +

 0
0
1


︸ ︷︷ ︸
BRNF

·y(t)

Ausgangsgleichung:

v(t) =
[
b0 b1 b2

]
x(t)

Zustandsrückführung:
y(t) = −k1x1(t)−k2x2(t)−k3x3(t)+`w(t) = − [k1 k2 k3] x(t)+`w(t) =
−Kx(t) + `w(t)

ZustangsRegler3Ordnung.png

Zustandsgleichung mit Zustandsregler:

ẋ(t) =

 0 1 0
0 0 1

−(a0 + k1) −(a1 + k2) −(a2 + k3)


︸ ︷︷ ︸

ARK

x(t)

+

 0
0
1

 `
︸ ︷︷ ︸
BRK

w(t)

Ausgansgleichung unverändert: v(t) =
[
b0 b1 b2

]
x(t). Somit er-

gibt sich die Führungsübertragungsfunktion Gw(s) =
L{v(t)}
L{y(t)} =

V (s)
Y (s)

=

(b2s2+b1s+b0)`
sn+(a2+k3)s2+(a1+k2)s+(a0+k1)

= `
Zs(s)

Ñ(s)︸ ︷︷ ︸
V orgabepolynom

Streckennullstellen sind auch Nullstellen von Gw(s) und durch geeignete
Wahl von k1...kn kann ein beliebiges Nennerpolynom, d.h. eine beliebige
Polverteilung realisiert werden.
Man sieht:
1. Bei einer Zustandsregelung mit Strecke in RNF erscheint das Zählerpo-

lynom der ungeregelten Strecke wieder in der Führungsübertragungs-
funktion, hier jedoch mit dem Faktor ` mulitpliziert.

2. Das heiÿt: die Lage der Nullstellen wird durch die Zustandsrückführung
nicht verändert.

3. Im Nennerpolynom n-ten Grades sind die n Rückführkoe�zienten ki
zu �nden, die die Lage aller n Pole beein�ussen.

Wenn die Regelstrecke G(s) und damit a0 bis an und die Pole des ZR ge-
geben sind, kann über Koe�zientenvergleich (Ñ(s) = s − s∞... = sn +
(a2 + k3) s2 + (a1 + k2) s+ (a0 + k1)) kn bestimmt werden. ` wird in der
Regel so gewählt, dass die Regelung sationär genau ist also Gw(s→ 0) = 1
ist.
4. Schritt ZR in beliebiger Zustandsdarstellung

Strecke: ẋ(t) = Ax(t) + By(t) mit y(t) = −Kx(t) + `w(t) ergibt ẋ(t) =
Ax(t)− BKx(t) + B`w(t) = (A− BK) x(t) + B`w(t)
Entwurfsgleichung:

det(sI− A + BK)︸ ︷︷ ︸
charak.PolynomdesZR−Kreises

!
= Ñ(s)︸ ︷︷ ︸
V orgabepolynom

es gilt die Führungsübertragungsfunktion:

Gw(s) = C(sI− A + BK)−1B` = `
Z(s)

Ñ(s)

Bestimmung von ` aus Gw(s = 0)
!
= 1

→ stationär genau, wennn Gw(s = 0)
!
= 1

` = 1
C(−A+BK)−1B

bzw. ` =
Ñ(0)
Zs(0)

Steuerbarkeit
Ein System heiÿt vollständig steuerbar, wenn jeder Anfangszustand x(t0)
in endlicher Zeit t1 > t0 durch ein unbeschränktes Stellsignal y(t) in jeden
beliebigen Endzustand x(t1) überführt werden kann.
Man kann zeigen, dass diese Bedingung erfüllt ist, wenn die Steuerbarkeits-
matrix
Qs =

[
B AB A2B ... An−1B

]
vollen Rang hat, d.h. invertierbar ist, d.h. ihre Determinante ist ungleich
null.

Beobachter
Wenn nicht alle Zustandgröÿen messbar sind wird ein Beobachter ge-
braucht.

BeobachterFarbe2.png

Im ersten Schritt wird dafür ein Parallelmodell der Regelstrecke erstellt. Da
dieses in den meisten Fällen nicht exakt ist, wird im zweiten Schritt noch
eine Korrektur der Modellzustände aud Messungen benötigt.
Di�erentialgleichung für Beobachter-Fehler:

https://git.efi.th-nuernberg.de/gitea/schmidtan65529/AUT5AFormelsammlung.git


FS ENT4 SoSe2020, Annette Schmidt, https://git.efi.th-nuernberg.de/gitea/schmidtan65529/AUT5AFormelsammlung.git Fehler bitte sofort melden! Seite 3 von ??

e(t) = x(t)− x̂(t)
ẋ(t) = Ax(t) + By(t) + Gz(t)︸ ︷︷ ︸

Störung

ˆ̇x(t) = Ax̂(t) + By(t) + H(v(t)− v̂(t))
ė(t) = (A−HC)︸ ︷︷ ︸

ABeobachter

e(t) + Gz(t)

AR = A− BK und AB = A−HC

� y(t) regt einen Beobachtungsfehler an
� Beobachtungsfehler klingen ab mit der Dynamik AB = A−HC
� Nicht messbare Störungen auf der Regelstrecken regen Beobachtungs-

fehler an!
� Durch H lässt sich eine beliebige Dynamik für das Abklingen von An-

fangswertfehlern einstellen.

Entwurfsgleichung: Festlegung der Parameter des Rückführvektors H über
vorgegebene Beobachterpole

det(sI− A + HC) =
i=1∏
n

(s− sB,i) = ∆(s)

Das Vorgabepolynom ∆(s) charakterisiert die Beobachterdynamik, genauso
wie oben das Polynom Ñ(s) die Regelungsdynamik charakterisiert.

Beobachtbarkeit und Regelbarkeit

Beobachtbarkeit
Ein System heiÿt vollständig beobachtbar, wenn aus dem Verlauf der Aus-
gangsgröÿe v(t) und der Eingangsgröÿe y(t) sämtliche Zustandsgröÿen ge-
wonnen werden können. Für die praktische Auswertung ist zu untersuchen,
ob die Beobachtbarkeitsmatrix

QB =


C
CA
CA2

...
CAn−1

 invertierbar ist.

Regelbarkeit

Ein system wird als vollständig regelbar bezeichnet, wenn es sowohl voll-
ständig steuerbar als auch vollständig beobachtbar ist.
Wenn das System nicht vollständig regelbar ist können nicht alle Pole frei
gewählt werden, der nicht regelbare Teil wird dann oft als Störung betrach-
tet.

Pole des ZRkreis

PolVorg.png

Spezielle Polanordnung: ein reeller Pol(→ schwingfähig) und ein konj. kom-
plexes Polpaar mit gleichem Realanteil wie reeller Pol. Der Reelle Pol über-
dekt die konj. komplexen Pole weswegen es keine Überschwinger gibt.
Wenn Polvorgabe zu langsam→ auf das Vorzeichen der Reglerkoe�zienten
k1, k2, ... achten. Negative Koe�zienten können ein Indiz für ungünstige
Polvorgabe sein. Wenn aber eine instabile Strecke stabilisiert werden soll
sind negative Koe�zienten normal.
Beobachterpole um Faktor 2...10 schneller als Reglerpole.

ZR plus I-Anteil
Um die bleibende Regelabweichung bei konsatnem Sollwert und bei Stör-
gröÿen zu vermeiden wird I-Anteil eingefügt. Es soll über w(t) − v(t) also
Sollwert - Istwert ingetriert werden. Für schönere Vorzeichen wird dies
umgedreht: v(t)− w(t).
ẋI(t) = v(t)− w(t)
→ Reglerentwurf:
Ordnung um 1 erhöht (Erweiterung des Reglers nicht des Beobachters)
→ Wahl von `?

� nicht für sationäre Genauigkeit benötigt (wegen I-Anteil)
� ` produziert eine reelle Nullstelle in Gw(s): s0 = − kI

`
→ ein Freiheits-

grad
� häu�g: Wahl von ` so, dass ein Pol von Ñ(s) im Führungsverhalten
GW (s) kompensiert wird.

Integrator-Zustand:
ẋI(t) = v(t)− w(t) = Cx(t)− w(t)
Zustandsdarstellung der Regelstrecke:[

ẋ(t)
ẋI(t)

]
=

[
A 0
C 0

]
︸ ︷︷ ︸

AI

[
x(t)
xI(t)

]
+

[
B
0

]
︸ ︷︷ ︸

BI

y(t) +

[
0
−1

]
w(t)

det(sI− AI + BIKI) = Ñ(s)
Festlegung der Sollwertgewichtung `:
Bisher wurde ` so gewählt, dass die Regelung stationär genau ist. Dies wird
jetzt durch den I-Anteil gewährleistet. Somit ist der Faktor ` ein freier Para-
meter. Man kann diesen entweder zu Null setzten oder damit eine Nullstelle
im Führungsverhalten platzieren.

NstFuehrungsverhalten.png

Stellsignal: y(t) = −(k1x1(t) + ...+ knxn(t) kIxI(t) +`w(t))

G(s) = V orw
1+Rückw

=
`+ 1

s
kI

...
= s`+kI

s(...)
→ Nst. bei s0 = − kI

`

det(sI− AI + BIKI)
!
= Ñ(s) =

i=1∏
n

(s− s∞,i)

Nicht möglich: l = 1
C( sI− AI + BIKI︸ ︷︷ ︸

nichtinvertrbar,det()=0

)−1BI

Das Führungsverhalten ist mit I-Anteil gleich zu dem ohne, wenn der hinzu-
gekommene Pol wegkompensiert wird.→ `ohne I−Anteil = `mit I−Anteil,

wenn s0 = −kI
`

!
= zusätzlicher Pol (den dann auch in Gleichung weglas-

sen).
Zusammenfassung ZR mit I-Anteil:

� Idee: Durch Hinzunehmen eines Zustands, der aus der Di�erenz von
Soll- und Istwersignal gespeist wird, lässt sich erreichen, dass im
Führungs- und Störverhalten keine bleibende Regelabweichung auftritt.

� Vorteilhaft: einfach Erweiterung, zielt auf die Wirkung in der Regelgröÿe
ab, Standard-Beobachter kann verwendet werden.

� Nachteilig: Beobachter schätzt die Zustände nicht korrekt.
� Anzahl der vorzugebenden Pole für Zustandsregler: n+ 1 (n = Syste-

mordnung)
� Standard-Beobachter (Ordnung = Streckenordnung n)

Störmodell
Verbesserung der Beobachtung von Zustandsgröÿen durch ein Modell einer
konstanten Störung. Für konstante oder sich langsam ändernde Störungen
wird ein Integrator als Störmodell eingesetzt.

Stoermodell.png

Störung ist nunmehr ein modelleirter Zustand für den Beobachterentwurf
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(kein Eingang)

ẋS(t) =

[
A G
0 0

]
︸ ︷︷ ︸

AS

xS(t) +

[
B
0

]
y(t)

CS = [ C G ]G je nach dem wo die Störung eingeht

xS(t) =

[
x(t)
xS(t)

]
Wegen des Integrators hat der Beobachter jetzt einen Pol mehr.
In der Literatur gibt es zwei Möglichkeiten zur Unterdrückung konstanter
Störungen:
� ZR mit I-Anteil-Erweiterung
� ZR ohne I-Anteil-Erweiterung mit Beobachter mit Störmodell und mit

Störgröÿenaufschaltung
Berechnung einer geeigneten Störgröÿenaufschaltung:
Annahme: Beobachter mit Störmodell liefert korrekte Zustände, bzw.
schätzt asymptotisch korrekt. → ks-Bestimmung ohne Beobachter (d.h.
wie diskrete Messung des Zustandes x(t) und der Störung z(t)!)
x̂(t) = x(t); xs(t) = z(t) geschätzte = tatsächliche Störung.
Wahl von ks für stationär genaues Störverhalten Gz(0) = 0?

Gz(s) =
V (s)
Z(s)

mit v = Cx
Strecke: ẋ = Ax + By + Gz
Stellsignal: y = −Kx + `w + ksz
→ ẋ = (A− BK)x + B`w + (G− Bks)z

Stoergroessenaufschaltung.png

→ Störübertragungsfunktion:
Gz(s) = C(sI− A + BK)−1(G− Bks)

Gz(0) = C(−A + BK)−1(G− Bks)
!
= 0

Gz(0) = C(−A + BK)−1G− C(−A + BK)−1Bks)
!
= 0

ks =
C(−A+BK)−1

G

C(−A+BK)−1B
Zusammenfassung ZB mit Störmodell:

� Idee: Das Streckenmodell im Beobachter wird um einen Störungs-
Zustand erweitert. Dessen Wirkung ist an der Stelle zu modellieren,
an der die Störung tatsächlich eingreift. Bei mechanischen Systemen
ist dies in der Regel die Summationsstelle der angreifenden Kräfte.

� Vorteilhaft: Die Zustände werden richtig geschätzt, auch wenn Störun-
gen angreifen. Durch Kombination mit einer Störgröÿenaufschaltung
lässt sich erreichen, dass nicht nur die Zustände korrekt geschätzt wer-
den, sondern dass auch keine bleibende Regelabweichung im Führungs-
und Störverhalten auftritt.

� Nachteilig: In vielen Fällen etwas aufwenigere Modellierung und Rech-
nung

� Anzahl der vorzugebenden Pole für Beobachter: n+ 1 (n = Strecken-
ordnung)

allgemeinere Regleranteile

Doppelter I-Anteil im ZR

Zur Vermeidung von Schleppfehlern wird der Zustandsregler mit einem dop-
pelten I-Anteil erweitert.

Doppelintegrator.pdf

 ẋ(t)
ẋI,1(t)
ẋI,2(t)

 =

 A 0 0
0 0 1
C 0 0


︸ ︷︷ ︸

A
I2

 x(t)
xI,1(t)
xI,2(t)

+

 B
0
0


︸ ︷︷ ︸
B
I2

y(t)

+

 0
0
−1

w(t)

Hat aber meist Überschwinger.

Sinusförmige Führungs- oder Störsignale

Bei Sinusförmigen Sollwerten- und/oder Störverläuften (50 Hz Netzfre-
quenz als Störung) muss besonders geregelt werden um Amplituden und
Phasenfehler zu vermeiden. Ist die Frequenz bekannt, kann ein Regleran-
teil/Beobachter verwendet werden, der genau diese Frequenz enthält. Hier
die Beobachterergänzung:

 ẋ(t)
ẋsin,1(t)
ẋsin,2(t)

 =

 A G 0
0 0 1
0 −ω2

0 0


︸ ︷︷ ︸

Asin

 x(t)
xsin,1(t)
xsin,2(t)

+

 B
0
0


︸ ︷︷ ︸
Bsin

y(t)

+

 0
0
−1

w(t)

Csin = [C G 0];Hsin = [h1; h2; h3; hsin,1; hsin,2] G, je nach dem wo
die Störung wirkt. H wird wie immer bestimmt: det(sI− A + HC) = ∆(s)

SinusStoermodellStoer.pdf

Als Regleranteil auf Seite 10

Frequenzbereichsentwurf

� alternativer Entwurfsweg: ZR + Beobachter gemeinsam (meist einfa-
cherer Entwurfsgang)

� basierend auf Übertragungsfunktionen
� Zustandsregler mit reduziertem Beobachter, falls I-Anteil: enspricht Er-

weiterung des Beobachters plus Störgröÿenaufschaltung
� ggf. einfachere Realisierung
� Interne Gröÿen des Beobachters können aber nicht einfach herausge-

führt werden

ZRKreduzBeobFarbe2.png

FrequenzbereichsdarstellungZRKreduzBeobFarbe1_2.png

Übertragungsfunktionen Gy(s) und Gv(s) entstammen dem Beobachter
incl. Zustandsregler. Dynamik des reduzierten Beobachters durch cha-
rakteristische Matrix F, Eigenwerte durch die Polvorgabe vorgegeben:
det(sI− F) = ∆(s) = 0
Deswegen haben Gy(s) und Gv(s) beide den Nenner ∆(s) und kön-

nen geschrieben werden als: Gy(s) =
ZY (s)
∆(s)

Gv(s) =
ZV (s)
∆(s)

Entwurfsgleichung im Frequenzbereich

NS(s)NR(s) + ZS(s)ZV (s) = ∆(s)Ñ(s) , bekannt sind die Polynome
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NS(s) und ZS(s) der Streckenübertragungsfunktion und die vorgege-
benen Polynome ∆(s)(Beobachterpole Grad = Grad d. StreckenOrd
-1 (-1 weil reduziert)) sowie Ñ(s)(Pole der Zustandsregelung Grad
= Grad d. StreckenOrd). Den Rest bekommt man durch Koe�zien-

tenvergleich. ZY (s) = NR(s)−∆(s) hat maximalen Polynomgrad

nBeob − 1. Wenn NR(0) = 0, hat der ZR einen I-Anteil. Sollwertge-

wichtung: ` =
Ñ(0)
ZS(0)

(ist beim Frequenzbereichsentwur� mit I-Anteil

NICHT frei wählbar). Bei NS(s) ist wichtig, dass in folgender Form:

NS(s) = 1s2 + c1s+ c0. ZV = as+ b NR = s+ c haben die Beobach-

terordnung (für Koe�zientenvergleich).

Strukturen
� 2-kanalig: wegen Vermeidung von Beobachtungsfehlern bei Stellsignal-

begrenzung, keine Probleme bei getrennt volllaufenden Integratoren
GY , GV . G0 = Gy +Gs ·Gv

� 1-kanalig: Übertragungsfunktion einfach zu rechnen, nicht für Realisie-
rung (weben Stellsignalbegrenzung). G0 = ZS ·ZV

NS ·NR

HerleitungEinschlStruktur1.png

HerleitungEinschlStruktur2.png

Gw(s) = `
ZS(s)

Ñ(s)
→ Im Führungsverhalten tritt die Beobachterdynamik

nicht auf. Gw(s) mit Beobachter = Gw(s) ohne Beobachter.

Gz(s) =
V (s)
Z(s)

über Einkanalige Struktur ermitteln. Gyw =
Y (s)
W (s)

= Gw
Gs

Go = Gy + Gs · Gv o�ener Regelkreis zB für nichtlin. Dauerschw.

I-Erweiterung im Frequenzbereich

Entwurfsgleichung: NS(s)NR(s)︸ ︷︷ ︸
+1

+ZS(s)ZV (s)︸ ︷︷ ︸
+1

!
= ∆(s)︸ ︷︷ ︸

+1

Ñ(s)

� Erhöhung der Beobachterordnung um 1 (entspricht Störmodell = Inte-
grator)

� +2 zusätzliche Koe�zienten in ZV (s) und NR(s)
� eine Bedingung frei → Integratoranteil in NR(s)!

Pole:
� für Regelung: n Pole vorgegeben
� für Beobachter n−nAnzahlMessgrössen+1I−Anteil Pole zu vergeben

NS(s)(snB + ...+a1s+a0)+ZS(s)(bnB s
nB + ...+b1s+b0) = ∆(s)Ñ(s)

wobei a0 = 0 wegen I-Anteil.
Sinus-Erweiterung im Frequenzbereisentwurf:
ns Regelungspole vorzugeben Ñ(s)
nB = ns −1︸︷︷︸

eine Messgrösse

+2︸︷︷︸
Sinusmodell hat 2 Zustände

Beobachtungspole vorzugeben ∆(s)
Ansatz für

NR(s) = snB + anB−1s
nB−1 + ...+ a0

= (s2 + w2
0)︸ ︷︷ ︸

2 Pole SinStöermodell

(snB−2 + αnB−3s
nB−3 + ...)

Regelkreise mit Stellsignalbegrenzungen

Typische Probleme:
� Langsamere Streckenreaktion als ohne Betrenzung.
� Überlaufender Integralanteil bei Reglern mit I-Anteil

Maximal/Minimal mögliches Ausgangssignal: vmin/max = wmin/max ·
Gs(0) + zmin/max
Gibt keine Führungsübertragungsfunktion, weil nicht linear.

Stellsignalbegrenzung bei ZRK mit Beob.
Wird das Stellsignal begrenzt, kann der I-Anteil sehr hohe Werte annehmen
(Integral windup). Dagegen kann
� der Integrator angehalten (Clamping) werden oder
� die Di�erenz aus begrenzter und unbegrenzter Stellgröÿe auf den Inte-

grator Rückgeführt werden (Begrenzungs-Beobachter).

StellSigBegr.png

Oben: Anhalten, Unten: Rückführung. Anti-Windup in Lila, PI in

Grün. Für den Gain-Block Unten 0.15*u: Daumenregel bei PID-

Reglern: Kb ≈
√

1
TN·TV . Beide Lösungen sind passiv und nur ak-

tiv wenn das Stellsignal in die Begrenzung geht. Für ZR mit Be-
obachter muss die Begrenzung auch beachtet werden, sonst enste-
hen Beobachtungsfehler (Beobachtwer begrenztes Stellsignal zuführen).

ZRStellBegrBeob.png

Zustandsregler mit I-Anteil und Einheitbeobachter

nichtlineare Dauerschwingung
Regelkreise mit Stellbegrenzung → in vielen Fällen Dauerschwingungen
durch Zusammenspiel nichtlinearer Kennlinien und linearen, dynamischen
Systemanteilen. Schwingungsbedingung:
Go(j ωx︸︷︷︸

ges.Kreisfrequenz

) ·KN ( vo︸︷︷︸
ges.Amplitude

) = −1→

Go(jωx)︸ ︷︷ ︸
Ortskurve

= −1/KN (vo)︸ ︷︷ ︸
neg. inv. Beschreibungsfunktion

Go(s) = K (sI− A)−1︸ ︷︷ ︸B
Pole da, wo ungeregelte Strecke die Pole hat.

Go(s) =
Ñ(s)
Ns(s)

− 1 = Fo(s) − 1 Fo(s) = G0 + 1 Frequenzgangsfunkti-

on die untersucht werden muss (linearer Systemanteil für die harmonische
Balance)

Phasenkriterium bei begrenzen Stellsignalen
Im Bodediagramm von Fo(jω) schauen, ob die Phase oberhalb von -140◦

verläuft, dann kein Überschwingen. Bzw. in Ortskuve:

OrtskurveDauerschw.png

Wenn im Bodediagramm die -140◦ geschnitten werden:
1. die Pole langsamer wählen bis der Phasenverlauf nicht mehr die die 140◦

schneidet, oder:
2. ein Zusatznetzwerk dimensionieren (nur wenn 1. nicht geht).
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DauerSchwZusatzNetzwerk.png

Zusatznetzwerk G1(s) =
Ñ1(s)
N1(s)

− 1 hebt Phase von Gges = Go1.

Go1 =
Ñ(s)N1(s)

Ñ1(s)N(s)
− 1 = Fo(s)F

−1
1 (s) − 1 → Ñ1(s) und N1(s) gleicher

Grad und Koe�zient bei gröÿter Potenz von s gleich 1 um eine Anordnung
ohne Durchgri� zu erhalten.

Ideales Folgen

Ziel: w(t) = v(t) ∀ t

IFSystem.png

V (s) = Y (s)Gs(s) = W (s)Gx(s)Gs(s)︸ ︷︷ ︸
!
=1

!
= W (s) Gx(s) = 1

Gs(s)

Theoretisches Ergebnis: Vorsteuerung mit der inversen Regelstrecke löst die
Aufgabe des idealen Folgens. (ohne Linearisierung)
Aber:
� Realisierbarkeit? Regelstrecken haben keinen Durchgri�: Zählergrad
ms < Nennergrad ns.→ Inverses System hat damit ns Nullstellen und
ms Pole ist also nicht realisierbar.
Lösung: Realisierbares Stellglied reslutiert, wenn w(t) hinreichend oft
di�erenzierbar ist.

� Was ist bei nicht minimalphasigen Regelstrecken? Regelstrecke hat
mind. eine Nst. auÿerhalb des Stabilitätsgebiets (kontinuierliches Sys-
tem: in der rechten s-Halbebene; zeitdiskret: Auÿerhalb des Einheits-
kreises). → Inverses System Gx(s) hat mind. einen Pol auÿerhalb des
Stabilitätsgebiets.
Lösung: wähle eine andere Ausgangsgröÿe (�achen Ausgang suchen)

Wenn w(t) eine Funktion mit sin/cos ist, kann asymptotisch ohne Sin-
Modell eingeregelt werden.

Für lineare zeitinvariante Systeme erster Ordnung

Beispiel: PT1

ẋ(t) = Ax(t) + By(t); v(t) = Cx(t) mit A,B,C als skalare Konstanten

ungleich Null. G(s) =
V (s)
Y (s)

= CB
s−A

1. Schritt: setze v(t) = Cx(t)
!
= w(t) → kann nicht nach y(t) augelöst

werden.
2. Schritt: Ausgangsgleichung nach t di�erenzieren:

v̇(t) = Cẋ(t) = C(Ax(t) + By(t)) = CAx(t) + CBy(t)
!
= ẇ(t); Au�ö-

sen nach y(t) =
ẇ(t)−CAx(t)

CB
Stellgesetz 'kompensierende Rückführung'.

Schritt 1: Kompensation der Streckendynamik:

IdFoSchr1.png

Schritt 2: Ergänzung durch einen Regler:

IdFoSchr2.png

Bei einer Störung, gäbe es aber eine bleibende Regelabweichug.
Achtung! Wenn man einen Beobachter braucht, wir die kompensierende
Rückführung natürlich an den Beobachter angeschlossen!

Für Systeme höherer Ordnung

Gleiche Vorgehensweise wie oben. Wenn aber CB = 0 wird wieder dif-
ferenziert, solang bis das Produkt vor y(t) 6= 0 ist. Man erhält dann

y(t) =
w(r)(t)−CArx(t)

CAr−1B
mit r-facher Integratorenkette zwischen w(r)(t)

und v(t).
Schritt 1: Kompensation der Streckendynamik:

IdFo2Schr1.png

so ensteht eine Ir-Kette: 1
sr

dies entspricht einer Zustandsrückführung mit:
'Polvorgabe': nB = n Streckenordnung, nR = r + 1 (Für ein Ir-System, r
Pole nach Null, n-r Pole = Nst. der Regelstrecke Gs(s))(+1 für I-Anteil).
Beob.Pole und Regelungspole tragen zur Ausregelzeit bei also alle berück-
sichtigen.
Beispiel (A4.2): Ideales Folgen bei PD − T3-Strecke
geg: G(s) = 0.5s+1

s3+2s2+2s+1
ZR mit I-Anteil gewünscht um sprungförmige

Störungen asymptotisch auszuregeln. Alle vorzugebenden Pole auf -4.
Zustandsraumdarstellung z.B. in RNF (2. kanonische Struktur):

ẋ(t) =

 0 1 0
0 0 1
−1 −2 −2


︸ ︷︷ ︸

A

x(t) +

 0
0
1


︸ ︷︷ ︸

B

y(t); v(t) =
[

1 0.5 0
]︸ ︷︷ ︸

C

x(t)

Integratorenkette, immer gleich.
Kompensationsrückführung nach zweimal di�erenzieren: y(t) =
ẅ(t)−CA2x(t)

CAB
, nächster Schritt: Reglerentwurf für Ir = I2-System

I2System.png

ẋI2 (t) =

[
0 1
0 0

]
xI2 (t) +

[
0
1

]
yI2 (t)
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Zustandsreglerentwurf besonders einfach:
ZR mit I-Anteil:

A =

[
AI2 0
CI2 0

]
=

 0 1 0
0 0 0
1 0 0

 ; B =

[
BI2

0

]
=

 0
1
0



Polvorgabe: 3 Pole → (s+ 4)3 = s3 + 12s2 + 48s+ 64
Koe�zientenvergleich mit:

det(sI− A + Bk) = det

 s −1 0
k1 s+ k2 kI
−1 0 s

 = s3 + k2s2 + k1s+ kI

mit k = [k1 k2 kI ] ergibt k2 = 12, k1 = 48, kI = 64
Achtung beim Anschlieÿen des ZR: Regler darf nur die Abweichung der Tra-
jektorien sehen
ZR: yR(t) = k1(w(t) − v(t)) + k2(ẇ(t) − v̇(t)) + kI

∫ t w(t) − v(t)dt mit
v̇(t) = CAx(t)
Hier muss v(t) ggf abgeleitet werden. Bsp:
ẋ1 = x2; ẋ2 = x3; ẋ3 = 5x2 + y; v = [2 5 0]x; v̇ = [2 5 0]ẋ = [0 2 5]x

Altern. Realisierung ohne Kompensationsrückführung

Beispiel: Gegeben ist eine PDT3-Regelstreckemit der Übertragungsfunktion
Gs(s) = a+bs

c+ds+es2+fs3
. Als ideales Vorsteuersignal erhält man somit

Yv(s) = W (s)
1

Gs(s)
= W (s) ·

c+ ds+ es2 + fs3

a+ bs︸ ︷︷ ︸
geht nicht weil mehr Nst. als Pole

= W (s)(c+ +ds+ es2 + fs3)
1

a+ bs

= (W (s)c+ sW (s)d+ s2W (s)e+ s3W (s)f)
1

a+ bs

yv(t) = (w(t)c+ ẇ(t)d+ ẅ(t)e+ w(3)(t)f) ∗ gPT1 (t)

mit der Impulsantwort des PT1-Systems gPT1(t) = L−1{ 1
a+bs

}

IdFoOhneKompRueck.png

Mit dieser Struktur kann der Regler doch realisiert wer-
den. GR(s) dient hier zum ausregeln von Störungen.

IdFoOhneKomp12.png

→ GI(s) = 1
Gs(s)

für Regelstrecke; → GI(s) = 1
Gw(s)

für die Führungs-

übertragungsfunktion zu bestimmen

Ein-/Ausgangslinearisierung nichtlinearer Systeme
Systemtyp:

ẋ(t) = a(x(t)) + b(x(t)) · y(t) eingangsa�n

v(t) = c(x(t))

mit hinreichend häu�g di�erenzierbaren Funktionen a, b und c.

v̇(t) =
∂c(x(t))

∂x1(t)
·
dx1(t)

dt
+
∂c(x(t))

∂x2(t)
·
dx2(t)

dt
+ ...+

∂c(x(t))

∂xn(t)
·
dxn(t)

dt

=
∂c(x(t))

∂x(t)T
ẋ(t)

=
∂c(x(t))

∂x(t)T
(a(x(t)) + b(x(t))y(t))

Bsp: v(t) = x1(t) + x3
2(t)→ v̇(t) = 1 · ẋ1(t) + 3x2

2(t) · ẋ2(t)

Wenn ∂c(x(t))

∂x(t)T
b(x(t)) 6= 0 kann man v̇(t) der zeitlichen Ableigung des Soll-

wertsignals ẇ(t) gleichsetzten und nach dem Stellsignal au�ösen.

y(t) =
ẇ(t)− ∂c(x(t))

∂x(t)T
a(x(t))

∂c(x(t))

∂x(t)T
b(x(t))

Ansonsten muss so lange abgeleitet werden, bis dies der Fall ist.
Aufgabe 4.3:
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ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = cos(x1(t)) + y(t)

v(t) = sinx1(t)

v(t) nicht direkt von y(t) beein�ussbar → d
dt

v̇(t) = cos(x1(t)) · ẋ1(t) = cos(x1(t)) · x2(t)

v̈(t) =
∂v̇

∂x1
ẋ1(t) +

∂v̇

∂x2
ẋ2(t)

= −sin(x1(t))x2(t)ẋ1(t) + cos(x1(t))ẋ2(t)

= −sin(x1(t))x2(t)x2(t) + cos(x1(t))(cos(x1(t)) + y(t))
!
= ẅ(t)

y(t) =
ẅ(t) + sin(x1(t))x2

2(t)− cos(x1(t))2

cos(x1(t))

'kompensierende Rückführung' → 2-fache Integratorenkette
Singularität: cos(x1(t)) = 0 hierfür ist die exakte Linearisierung nicht mög-
lich!

Festwertregelung von nichtlinearen Systemen
� Wenn ideales Folgen inklusive Trajektroienplanung nicht nötig ist (in

vielen Anwendungen)
� Nichtlineare Regelung/Zustandsrückführung um feste Arbeitspunkte

würde genügen
� Trajektorienplanung weglassen

Nulldynamik
Nulldynamik beschreibt, was im Inneren eines Systems mit Kompensations-
rückführung passiert, wenn die Ausgangsgröÿen Null sind, bzw. wenn das
Innere instabil wird. Wie minimalphasigkeit bei linearen Systemen wo alle
Nst. der Streckenübertragungsfunktion im Stabilitätsgebiet liegen müssen.
Wenn Systemordnung = Di�erenzenordnung gibt es keine instabile Nulldy-
namik.
Beispiel:

ẋ(t) =

[
−1 1
−1 0

]
x(t) +

[
1
a

]
y(t); Gs(s) =

s+ a

s2 + s+ 1

v(t) = [1 0]x(t)

v̇(t) = [1 0]

[
−1 1
−1 0

]
x(t) + [1 0]

[
1
a

]
y(t)

= [−1 1]x(t) + 1 · y(t) = −x1(t) + x2(t) + y(t)
!
= ẇ(t)

y(t) =
ẇ(t) + x1(t)− x2(t)

1

Welche Dynamik existiert im System 'Strecke' mit Kompensationsrückfüh-
rung wenn Ausgangssignal v(t) für alle t gleich (identisch) Null ist?
v(t) = 0; v̇(t) = 0; v̈(t) = 0; ...
Im Beispiel: v(t) = x1(t) = 0 und ẇ(t) = 0
Was macht x2(t)? (y(t) in ẋ2 einsetzten)

ẋ2(t) = −1x1(t) + a (ẇ(t) + x1(t)− x2(t))︸ ︷︷ ︸
y(t), Kompensationsrückführung

ẋ2(t)= a(−x2(t)) Nulldynamik

Stabil, wenn a > 0
� Hat ein System Nullstellen, so gibt es Systemtrajektorien, bei denen

das Ausganssignal identisch null ist, während das Eingangssignal und
ein Teil des Zustandsvektors ungleich null sind. Diese Dynamikanteile
bezeichnet man auch als 'interne Dynamik'.

� Hat ein System nichtminimalphasiges Übertragungsverhalten, so ist die
'interne Dynamik' instabil.

� Wenn Nullstellen von Gs(s) kleiner Null sind also links liegen ists stabil

Enkopplungsregelung von Mehrgröÿensystemen

1. Überprüfen ob Anzahl der Ein- und Ausgangsgröÿen m der Regelstrecke
gleich ist, sonst funktionierts nicht.
2. Bestimme für jede Ausgangsgröÿe vi(t) den relativen Grad, d.h. die
kleinste Zahl ri, für die gilt:

CiA0B = 0

CiA1B = 0

...
...

CiAri−1B 6= 0

3. Bestimme die Matrizen

C∗ =


C1Ar1
C2Ar2

...
CmArm

 ; D∗ =


C1Ar1−1B
C2Ar2−1B

...
CmArm−1B



und überprüfe ob die 'Entkoppelbarkeitsmatrix' D∗ ivertierbar ist. Sollte das
nicht der Fall sein, so kann das System nicht entkoppelt werden.
4. Durch die Rückführung

y(t) = D∗
−1

(wr − C∗x)

werden die Stellsignale so gewählt, dass m Intergratorenketten der Län-
ge ri entstehen. Dabei ist der Vektor der benötigten ri-fachen zeitlichen
Ableitung der Sollwertsignale

wr =


w

(r1)
1

w
(r2)
2
...

w
(rm)
m

 =


dr1w1/dtr1

dr2w2/dtr2

...
drmwm/dtrm


zu verwenden.
5. Diese entkoppelten Integratorenketten müssen geregelt werden. Dazu

kann, muss aber nicht, ein Zustandsregler genutzt werden. Will man ei-
ne Festwertregelung anwenden, so gibt man für jede Ausgangsgröÿe vi(t)
einen Sollwert wi(t) vor und fordert ein dynamisches Verhalten gemäÿ der
vorgegebenen Führungsübertragungsfunktion

Gwi (s) =
`i

sri + ai,ri−1sri−1 + · · · ai,1s+ ai,0

Dies entspricht einer Rückführung der jeweiligen Ausgangsgröÿe vi(t) und
ihrer ersten ri − 1 Ableitungen. Diese erhält man aus dem Zustandsvektor
x(t) mit den Beziehungen

vi(t) = Cix(t)

v̇i(t) = CiAx(t)

v̈i(t) = CiA2x(t)

...

Trajektorienplanung

Zwei-/dreifach di�erenzierbare Übergänge
1. Methode: Zwei Parabeläste gleicher Dauer
Eine erste Lösung erhlät man, wenn man den Übergang in
zwei Teile gleicher Länge te/2 aufteilt und die zweite Ablei-
tung des Sollwerts ẅ(t) in beiden Intervallen konstant wählt.

Fuehrungssignalprozess2Ordnung.png

Hinweis: Um zu übersichtlichen Gleichungen zu kommen, wird im Folgen-
den im i-ten Teilintervall mit der 'lokalen Zeit' τi gerechnet, die jeweils
vom Beginn des Intervalls zählt.
Im ersten Intervall bis t = te/2 gilt somit τ1 = t und
ẅ(τ1) = a1 ẇ(τ1) = a1 · τ1 + ẇ10︸︷︷︸

=0

= a1 · τ1

w(τ1) = a1 ·
τ21
2

+ ẇ10τ1 + w10︸ ︷︷ ︸
=0

= a1 ·
τ21
2

Im ersten Intervall wird durch die konstante Beschleunigung somt eine
linear mit der Zeit steigende Geschwindigkeit aufgebaut. Dabei wird man
in den meisten Fällen mit der maximal zulässigen Beschleunigung arbeiten,
d.h. a1 = aLim.
Im zweiten Intervall muss abgebremst werden. Da beide Intervalle gleich
lang sind, wird duch a2 = −aLim genau am Ende des Bremsvorgangs die
GEschwindigkeit null erreicht. Nun ist noch o�en, an welchem Zeitpunkt
te/2 umzuschalten ist zwischen a1 und a2 bzw. wie lange (Wert von te)
der gesamte Vorgang dauert. Am Ende von Intervall 1 ist

w(τ1 = te/2) = aLim · (te/2)2

2
= aLim ·

t2e
8

und damit gilt am Ende des zweiten Intervalls für den Zusammenhang
zwischen dem Endwert we und te
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we = aLim2
t2e
8

= aLim
t2e
4
→ te =

√
4we
aLim

Beispiel:
periodischer, überschwingfreier Sollwertwechsel zwischen den Werten
w(t = 1) = 1;w(t = 2) = 4 zwei Abschnitte mit je 0.5sec. Beschleu-
nigung im ersten Abschnitt (0 ≤ τ1 < 0.5): a1 = 1.5 · 2/0.52 = 12 erster
Abschnitt: w(t) = w(t = 1) + a1(t− 1)2/2 = 1 + 12(t− 1)2/2
Geschwindigkeit am Ende des ersten Abschnitts: ẇ(τ1 = 0.5) =
a1 ∗ 0.5 = 6. Das Polynom im zweiten Abschnitt ist defniniert duch
w(τ2) = w(τ2 = 0) + ẇ(τ2 = 0)τ2 + ẅ(τ2)τ2

2 /2 mit
w(τ2 = 0) = 2.5 ist der Weg der schon zurück gelegt wurde, bei dieser
Methode der halbe Weg 3/2
ẇ(τ2 = 0) = 6 ist die Geschwindigkeit am Anfang des zweiten Abschnitts
bzw. am Ende des ersten.
ẅ(τ2) = −12
und τ2 = (t−1.5) : zweiter Abschnitt: w(t) = 2.5+6(t−1.5)−6(t−1.5)2

2. Methode: Zwei Parabeläste gleicher Dauer + Phase mit Konstant-
geschwindigkeit
Nun wird neben der Beschleunigungs- und der Bremsphase ein Abschnitt
mit konstanter, maximaler Geschwindigkeit betrachtet. In Phase 1 mit der
Dauer t1 und mit a1 = aLim beschleunigt, bis vLim erreicht ist. Dafür
ist eine Dauer t1 = vLim

aLim
nötig und am Ende dieses ersten Intervalls

wurde der Weg w1 = vLim
2

t1 zurückgelegt. Die Bremsphase 3 dauert
wieder genauso lange wie Phase 1 und darin wird der selbe Weg w3 = w1

zurückgelegt. Schlieÿlich wird die Dauer von Phase 2 bestimmt durh die

Endwertbedingung we = w1 + t2vLim + w3 → t2 =
we−vLimt1

vLim

Bsp: w(τ1) = aLim ·
τ21
2

; w(τ2) = w1 + vLim · τ2; w(τ3) =

w1 + w2 + vLim · τ3 − aLim
τ23
2

Es ergibt sich eine längere Gesamtdauer als bei Methode 1, bei gleichen
Werten für aLim und vLim aber auch einen weiteren Weg.
2a. Methode: Methode 2 mit Interpolationstakt-Quantisierung
Zunächst wie bei M2 t1 und t2 bestimmen, dann t∗1 =
AUFRUNDEN(t1) t∗2 = AUFRUNDEN(t2). Dadurch verlängerte
Phasen, Beschleunigung muss angepasst werden. Reduzierte Geschwindig-
keit: v∗max = a∗1t

∗
1

we = v∗max · t∗2︸ ︷︷ ︸
Konstantfahrt

+ 2 · (v∗max/2)t∗1︸ ︷︷ ︸
Beschleunigung+Bremsen

a∗1 =
we

t∗1(t∗2 + t∗1)

3. Methode: mit Ruckbegrenzung

tr =
alim

rlim
Zeit für den Beschleunigungsaufbau

ta =
vlim − a2

lim/rlim

alim
Zeit für maximale Beschleunigung

tv =
we − vlim(2tr + ta)

vlim
Zeit für maximale Geschwindigkeit

TrajekMeth123.png

Zeitdiskrete Regelung

Zwei Arten:
1. quasikontinuierliche Regelung bei kleinen Abtastzeiten

a) Reglerentwurf im Zeitkontinuierlichen GR(s)
b) Reglerdiskretisierung G(z) mit Euler Vortwärtstransormation

Faustformel: Tab ≤ 0.1
ωmax

; ωmax aus Polbetrachtung: Trage alle Pole (und
Nst.) von Strecke, Regler und geschlossenem Regelkreis in Polstellendia-
gram. Radius des kleinstmöglichen Kreises um Nullpunkt und allen Polen
und Nst. entspricht ωmax.
2. echt zeitdiskrete Regelung

a) Strecke diskretisieren Gs(z) mit sprunginvarianter Transformation
b) Regler zeitdiskret entwerfen GR(z) Tab ≤ 1

ωmax

Hier geht die Tatsache der Abtastung mit in den Reglerentwurf mit ein.

Diskretisierung zeitkontinuierlicher Systeme

Euler-Vorwärtsdi�erenz: s ≈ z−1
Ta

Euler-Rückwärtsdi�erenz: s ≈ z−1
zTa

Pro: Einfache Rechnung, Einsatz auch bei nichtlinearen Systemen möglich.
Contra: groÿer Fehler für groÿe Abtastzeiten, Alias E�ekte
Bilineare Transformation: s ≈ 2(z−1)

Ta(z+1)

Pro: Genauer als Euler Näherung, zeitdiskrete Realisierung von Filtern. Con-
tra: Näherung des Zeitverhaltens ist zwar besser als bei Euerler, jedoch nicht
exakt.
Sprunginvariante Transformation: z∞ = es∞·Ta

sprunginvariantenTransformation.png

Pro: exakte Lösung für treppenförmige Eigangssignalverläufe (meistes),
Zeitdiskrete Frequenzgangsnachbildung ist meist besser als Euler, Diskre-
tisierungsvariante der Wahl wenn zeitdiskrete Bescheibung einer zeitkonti-
nuierlichen Regelstrecke gesucht ist. Contra: lässt sich nicht auf beliebige
(nichtlineare) Systeme erweitern

Analyse zeitdiskreter Regelungen

Dynamik eines zeitdiskreten Regelkreises durch charakteristische Glei-
chung: 1 +H0(z) = 0. Hw = H0

1+H0

Übertragungsfunktion eines o�enen Regelkreises bei einschlei�gen Regelun-
gen wie im zeitkontinuierlichen: H0(z) = HR(z)HS(z). Zusammen mit der
charakteristischen Gleichung entsteht ein von den Polen und der Abtastzeit
abhängiger Term. Die Pole sollen zwischen -1 und 1 liegen (am besten aber
zwischen 0 und 1 um kein alternierendes Verhalten zu erzeugen) um stabil
zu sein, daraus lässt sich ein Bereich für die Abtastzeit besimmen. Ta ≤
kleinste Streckenzeitkonstante (wegen schnellstem Sensor)
Grenzwertsätze:
Anfangswertsatz: lim

k→0
x[k] = lim

z→∞
X(z) wenn lim

k→0
x[k] existiert

Endwertsatz: lim
k→∞

x[k] = lim
z→1

(z − 1)X(z) wenn lim
k→∞

x[k] existiert

Für den Sprung-Endwert, Sprung z
z−1

nicht vergessen.
Beispiel: Frequenzbereichs-Zustandsreglerentwurf mit I-Anteil und redu-
ziertem Beobachter:
Wegen des unterschiedlichen Endwertsatzes: NR(z = 1) = 0 (dann I-Anteil
im ZR)
HS(z) = 4z+3

z2−1.7z+0.72
, alle Pole nach z∞ = 0.5

nS = 2→ Ñ(z) = (z − 0.5)2

nB = 2 −1︸︷︷︸
weilreduziert

+1︸︷︷︸
I−Anteil

= 2→ ∆(z) = (z − 0.5)2
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Entwurfsgleichung:

(4z + 3)︸ ︷︷ ︸
ZS(z)

(b2z
2 + b1z + b0)︸ ︷︷ ︸
ZV (z)

+ (z2 − 1.7z + 0.72)︸ ︷︷ ︸
NS(z)

(z2 + a1z + a0)︸ ︷︷ ︸
NR(z)

!
=

(z − 0.5)4︸ ︷︷ ︸
∆(z)Ñ(z)

Abschätzung der Einschwingdauer der Regelung (Störverhalten) → 4
Pole bei z∞ = 0.5 = e−Ta/Tx Tx = −Ta/ln(0.5) Enschwingdauer
≈ Anz. Pole · (3...5) · Tx
Charakteristische Gleichung wie im Zeitkontinuierlichen: det(zI−A+BK)

!
=

Ñ(z)

Führungsgröÿenfaktor `: ` =
Ñ(1)
Zs(1)

= 1
C(I−A+BK)−1B

Zusätzliches

ax2 + bx+ c = 0→ x1/2 =
−b±
√
b2−4ac

2a

(a+ b)3 = a3 + 3ab2 + 3a2b+ b3 am · an = am+n; (am)n = am·n

System G(s) = b as2

1+bs+cs2
mithilfe der Sprungantwort bestimmen:

Anfangs- und Entwertsatz (bei Dauerschwingung nur Anfangswertsatz...),
wenn Schwinung nicht abklingt also nicht gedämpft ist → b = 0, Schwi-
nungsperiodendauer: ω0 = 2π

T
→ c = 1

ω2
0

l'Hospital: Wenn bei Lim 0/0 oder ∞/∞ raus kommt → Ableiten.
Sprungantwort skizzieren: Endwertsatz (da den Sprung nicht verges-
sen Gw · 1

s
), kein Überschwingen wenn reelle Pole und keine Nullstellen

SprungImulsAntwort.png

Di�erenzenordnung r einer Regelstrecke aus Struktur: durch 'Hinse-
hen': Weg vom Eingang bis Ausgang mit kleinster Anzahl an Integratoren r
= Anzahl der Integratoren. Um Ausnahmen auszuschlieÿen ggf. lieber über
v; v̇; v̈ nach y au�ösen gehen.
Minimalphasigkeit: System ist minimalphasig wenn Streckennullstellen auf
linker s-Halbebene liegen, also kleiner Null sind. Dafür Streckenübertra-
gungsfunktion aus 'Vorwärtsglieder durch (1+Schleifenglieder)

Ableitungsregeln

(axn)′ = naxn−1 (ax(t)n)′ = nax(t)n−1ẋ(t)

(
1

x
)′ = −

1

x2

(
√
x)′ =

1

2
√
x

( 3
√
x(t))′ = (x

1
3 )′ =

1

3
x−

2
3 ẋ

(ex)′ = ex

(ax)′ = ax · ln(a)

(ln(x))′ =
1

x

(sin(x))′ = cos(x)

(cos(x))′ = −sin(x)

(tan(x))′ =
1

(cos(x))2

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

(
f(x)

g(x)
)′ =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

g(x)2

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)

Stabilität und Stabilitätsrand
Stabilität des Regelkreises: Aus Skript S.1.10

� Liegen alle Pole des Regelkreises in der linken o�enen s-Halbebene (d.h.
ist der Realteil aller Pole kleiner als Null), so ist der Regelkreis stabil und
alle Eigenschwingungen klingen mit der Zeit ab (alle Lösungsantreile aus
den Summanden der Partialbruchentwicklung weisen Exponentialfunk-
tionen ea·t bzw. ea·t · sin(ω · t + φ) bzw. t · ea·t · sin(ω · t + φ) mit
a < 0 auf).

� Liegt mindestens ein Pol des Regelkreises in der rechten s-Halbebene,
d.h. sein Realteil ist gröÿer als Null, so ist der Regelkreis instabil und
mindestens eine aufklingende Eigenschwingung existiert (mindestens ein
Lösungsanteil enthält eine Exponentialfunktion ea·t mit a > 0).

� Gibt es einfache Pole auf der imaginären Achse, d.h. haben einfache
Pole einen verschwindenden Realanteil, so ist der Regelkreis am 'Stabi-
litätsrand' und kann eine Dauerschwingung ausführen (der zugehörigen
Lösungsanteil enthält eine ungedämpfte Schwingung sin(ωx · t+ φ)).
Liegt der einfache Pol im Ursprung, so hat die Dauerschwingung "die
Frequezn Null"(der zugehörigen Lösungsanteil σ(t) (= Sprungfunktion)
ist konstant).

� Gibt es mindestens einen mehrfachen Pol auf der imaginären Achse, ist
der Regelkreis instabil und mindestens eine aufklingende Eigenschwin-
gung existiert. Bei einem doppelten Pol auf der imaginären Achse besip-
sielsweise enthält der zugehörige Lösungsanteil eine aufklingede Sinus-
bzw. Cosinusfunktion t · sin/(ωx · t) bzw. t · cos(ωx · t))

Für Stabilität müssen alle Pole auf der Linken s-Halbebene liegen und auch
nicht auf der Im-Achse.
Stabilität eines (linearisierten) Modells: wenn A eine Dreiecksmatrix und
alle Hauptdiagonalenelemente = Eigenwerte negativ

PI-Regler Einstellen

Pol-Nst-Kompensation

Kann zur Parametrierung eines PI-Reglers verwender werden. Kompensierter
(langsame) Zeitkonstante tritt im Führungsverhalten nicht in Erscheinung,
im Störverhalten ist der Pol trotzdem sichtbar. Wenn eine sehr langsame
Zeitkonstante (1+sT) kompensiert wird kann im Störverhalten kriechendes
Verhalten auftreten. Instabile Streckenpole dürfen nicht kompensiert wer-
den.
Betrags- und Symmetrisches Optimum

Betragsoptimum: Kompensiert langsamste Streckenzeitkonstante, ent-
spricht also Pol-Nst.-Kompensation. Gilt als gute Einstellung fürs Führungs-
verhalten.
Symmetrisches Optimum: Ohne Kompensation der langsamsten Strecken-
zeitkonstante. Gilt als gute Einstellung fürs Störverhalten. Kann zu Über-
schwingern führen.

BetragsSymmetrieOptimum.png

ZR-Berechnung mit Matlab
acker:
� für Eingöÿensysteme
� beliebige Polverteilung
� kann bei groÿer Systemordnung numerisch kritisch werden

place:
� auch für Mehrgröÿensysteme anwendbar
� numerisch robuster
� Einschränkung bei mehrfacher Polvorgabe
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Sinusförmige Führungssignale

Zusätzlich zu Seite 4

SinusStoermodell.pdf

 ẋ(t)
ẋsin,1(t)
ẋsin,2(t)

 =

 A 0 0
0 0 1
C −ω2

0 0


︸ ︷︷ ︸

Asin

 x(t)
xsin,1(t)
xsin,2(t)

+

 B
0
0


︸ ︷︷ ︸
Bsin

y(t) +

 0
0
−1

w(t)

Csin = [C 0 0];Ksin = [k1 k2 k3 ksin,1 ksin,2]

System mit Beobachter, kompensierender Rückführung und Zustandsregler mit I-Erweiterung

SS15A1_9.png

Überschwinger berechnen

Dämpfung D = −
ln(ü)√

π2 + ln(ü)2
Mit ü = 0.05 für 5% Überschwinger

PT2-Anteil: s2 + 2Dω0s+ ω2
0 , Beitrag zur Summenzeitkonstante: 2D/ω0
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